XXXVIII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Prova da Fase Final (12 de novembro de 2014)
Nivel S (82 e 92 anos do Ensino Fundamental)

www.opm.mat.br
Folha de Perguntas

Instrucdes:

o A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

o Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

o Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

o Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
* Resolucdes a tinta ou a lapis.

o E permitido o uso de calculadora (ndo é permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso & Internet).

* Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1
As eleigBes para alguns cargos legislativos (vereador e deputados estaduais e federais) séo feitas no Brasil usando o sistema
proporcional de votos. A ideia é contar os votos para cada partido (ou coligacéo), independente do candidato, e dividir as vagas de
modo que cada partido tenha uma quantidade de cadeiras aproximadamente proporcional ao total de votos. Sé entdo se considera as
votacOes individuais dos candidatos: as vagas séo preenchidas pelos candidatos mais votados de cada partido.

Mas as contas ficam um pouco mais elaboradas quando consideramos as sobras. Como essas vagas séo determinadas?

e Primeiro, calcula-se o quociente eleitoral Q, que é o total de votos validos dividido pelo total de vagas.

e Depois, calcula-se 0 numero de vagas para cada partido dividindo-se o nimero de votos de cada partido por Q. Os
algarismos depois da virgula sdo desprezados (mesmo se forem iguais a 5 ou mais).

e Geralmente sobram vagas para serem preenchidas, e fazemos isso preenchendo uma vaga de cada vez: divide-se o total de
votos de cada partido pela quantidade de vagas obtidas por cada partido mais 1. O maior nimero fica com a primeira vaga.
Fazemos 0 mesmo para a préxima vaga, tomando o cuidado de atualizar as quantidades de vagas a cada passo.

Por exemplo, suponha que na cidade de Matemopolina 4 partidos, PPM (Partido Paulista de Matematica), PBM (Partido Brasileiro
da Matematica), PM (Partido da Matematica) e MAT (Matematicos), estejam concorrendo a 16 vagas na Assembleia Matematica.
Nessa eleicéo, 0s 8.890 votos validos foram distribuidos da seguinte forma:

PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 | 2.718 1.414

O quociente eleitoral é

8890
Q = ? = 555,625
Deste modo, as quantidades de vagas sao
PPM PBM PM MAT
1.618 3.140 2.718 1.414
— = (2|91 — = — =14 ——=1|2|54
555,625 2 555,625 [5) 65 555,625 [4)89 555,625 >

Com isso, preenchemos 2 + 5 + 4 + 2 = 13 vagas. Faltam 16 — 13 = 3. A seguinte tabela indica como as duas vagas seguintes s&o
atribuidas:

PPM PBM PM MAT Dono da vaga
1618 ~ 539,3 3.140 ~ 523,3 ﬁ = 543,6 ﬂ =471,3 PM
2+1 ’ 5+1 ’ 4+1 ’ 2+1 ’

1618 ~ 539,3 3.140 ~ 523,3 @ = 453 ﬂ =471,3 PPM
2+1 ’ 5+1 ’ 5+1 2+1 ’

a) Para que partido é atribuida a dltima vaga dessa eleigao?
b) Ocorreu outra eleicdo, agora para a Camara dos Matemadores na cidade de Matemalinos. S8o somente 9 vagas, e 0s resultados
foram os seguintes:

PPM PBM PM MAT
1.900 | 1.350 550 2.250
Quantas vagas ficaram para cada partido nessa eleicdo? N&o se esquega de mostrar 0s seus calculos.

PROBLEMA 2
Nessa questdo estudaremos uma aplicacdo de identidades polinomiais a fatoracdo de nimeros grandes, bem grandes!
Em 1871, Léon Francois Antoine Aurifeuille obteve a fatoragdo 2°8 + 1 = 536838145 - 536903681 a partir da observagéo de que,
quando substituimos x = 229 na identidade x? + 1 = (x + 1)? — 2x, teremos
258 +1= (229 + 1)2 -2 229 — (229 + 1)2 _ (215)2 — (229 +1-— 215) . (229 +1+4 215)
(no desenvolvimento acima, utilizamos também a identidade a? — b2 = (a — b) - (a + b).)
Vale a pena citar que, de fato, a fatoragéo em primos de 258 + 1 é 5 - 107367629 - 536903681.
Tal abordagem deu origem as denominadas Fatorag@es Aurifeullianas um ramo bastante rico da Teoria dos NUmeros.
a) Desenvolva a expressdo (x + 1)((x + 1)? — 3x).
b) Utilizando a identidade (Fatoracdo Aurifeulliana) obtida no item a, apresente a fatoragdo em primos de 27000001.
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PROBLEMA 3

O programa de TV Futurama, no episodio “O Prisioneiro de Benda”, apresenta um trocador de mentes que permite que dois seres
troquem de corpo. Todavia, as trocas de corpo ndo tém volta, ou seja, se dois seres (mentes) trocam de corpo, ndo podem trocar
novamente, mesmo que estejam em outros corpos. No episodio, varias trocas acontecem, e nao parece facil desfazé-las.

Acontece que, ndo importando como estejam trocados os corpos de n seres, é possivel fazer com que todos voltem ao normal
envolvendo dois seres adicionais. O autor desse episodio é o escritor de séries Ken Keeler, que é doutor em Matematica em Harvard
e resolveu esse problema especialmente para o programa.

a) No comeco do episddio, Amy e o Professor Farnsworth trocam de corpo, e ele sugere que Bender os ajude a desfazer a troca de
corpos. Em seguida, o préprio professor percebe que ndo é possivel que os trés voltem ao normal. Explique o porqué.

O item anterior mostra que um ser a mais nao permite desfazer as trocas. Veremos agora como desfazer as trocas com dois seres a
mais.

No episédio, nove personagens trocaram de corpos, e imediatamente antes da resolugdo do problema, estdo trocados da seguinte
forma:

Mente Fry (1) Zoidberg (2) Leela (3) Professor (4) Bender (5) Imperador (6) Balde d’Agua (7) Amy (8) Hermes (9)

Corpo | Zoidberg (2) Fry (1) Professor (4) Bender (5) Imperador (6) Balde d’Agua (7) Amy (8) Hermes (9) Leela (3)

(Sim, o Balde d’Agua é um ser e tem mente e corpo.)

A partir de agora, usaremos 0s niimeros no lugar dos personagens:
Mente 112 )|3 | 4
Corpo |2 |1 |4|5|6|7|8]|9]|3

%2}
(=)}
N
[e¢]
=]

b) Descreva uma maneira de desfazer a troca entre Fry e Zoidberg:

Mente | 1 | 2
Corpo | 2 | 1
usando também os seres x e y, que nunca passaram por trocas. Considere que x e y s0 podem trocar entre si N0 Maximo uma vez, e
que Fry (1) e Zoidberg (2) ndo podem mais trocar entre si.

¢) Mostre uma maneira de desfazer as trocas dos personagens do episddio, sabendo que os dois seres extras sdo Ethan (10) e Clyde
(11). Lembre-se: os personagens de 1 a 9 ndo podem mais trocar entre si e 10 e 11 trocam no maximo uma vez.

PROBLEMA 4
Dizemos que um namero inteiro positivo é perfeito se a soma de seus divisores positivos € igual ao dobro do nimero. Por exemplo,
6 € 28 sdo numeros perfeitos, pois:
1+2+3+6=2:-6e1+2+4+7+14+28=2-28.
Euler demonstrou que todos os nimeros perfeitos pares sdo da forma 2™(2"*! — 1), n € N, em que 2™*1 — 1 é primo. Um dos
problemas em aberto (ou seja, que até hoje ndo foram resolvidos) mais antigos de toda a Matematica é relativo a existéncia de
nimeros perfeitos impares. Atualmente, sabe-se que, caso exista um nimero perfeito impar, ele é maior do que 103°° (verificado
por Brent e colaboradores em 1991) e tem pelo menos 75 fatores primos (demonstrado por Hare em 2005).
Nessa questdo estudaremos uma generalizagdo do conceito de nimero perfeito. Para tal, necessitaremos de algumas férmulas (que —
oba! — também poderao ser usadas para resolver o problema).
e Média Harmdnica: A média harmonica dos nimeros reais positivos a,, a,, ..., a,, € dada por
n

1 1 1°
ot e,

Para as proximas definicGes, considere que n = py* - -+ p,* é a fatoragdo em primos do nimero inteiro n, n > 1.

e NUmero de divisores positivos: d(n) = (a; + 1) - - (a, + 1)

e  Soma dos divisores positivos: g(n) = (1 +py + -+ ;) - (L +pg + -+ %)
Por exemplo, para 28 = 22-7, d(28) = (2+ 1)(1 + 1) = 6, ou seja, 28 tem 6 divisores positivos, e ¢(28) = (1 + 2 + 22) -
(14 7) = 56, ou seja, a soma dos divisores positivos de 28 é 56.
Em 1948, Oysten Ore criou um conceito que generaliza o conceito de nimero perfeito: dizemos que um ndmero inteiro positivo é
harménico se a média harmonica de seus divisores € um nimero inteiro. Por exemplo, 6 e 28 sdo nimeros harmdnicos, pois:

4 6
T 1. 1. 1°°%° T 1. 1. 1.1 1%

1t2t3%6 1t2tzt7t127 28

a) Vejamos o que acontece quando multiplicamos 28 pela soma dos inversos de seus divisores:

28<1+1+1+1+1+1)—28+14+7+4+2+1— (28)
17274 7 12" 28) " _G'()
on

Isso ndo é uma coincidéncia! Explique por que a soma dos inversos dos divisores de um nimero n é ——e conclua que a média
harmdnica dos divisores de n é igual a

n-d(n)
a(n)




b) Como
n-d(n) py (ay +1) P (e + 1)
o(n) _(1+p1+~~+pf1) (1+pk+~--+p,f")'
podemos descobrir inteiros harmonicos observando qual € a “colaboragdo” de cada numero primo na igualdade acima.

Para exemplificar, digamos que desejamos obter um inteiro harménico que possua o fator 52. Teremos, entdo, no calculo da média
harménica o fator:

52-3

31
O denominador 31 sugere que devemos ter esse nimero como fator primo do inteiro harménico que estamos procurando. A férmula

até agora é:

52.3 31-2
31 32
Ha um fator 16 sobrando no denominador. Um 23 resolve a situagéo:
52.3 31-2 23-4
31 32 15

Em resumo, sendo n = 23-52-31 = 6200:
6200 - d(6200) 52-3 31-2 2°-4
(62000 ~ 31 32 15

Ou seja, 6200 é um inteiro harménico.
Agora é a sua vez: determine um inteiro harmonico que possua o fator 32.
c¢) Determine um inteiro positivo cuja média harménica de seus divisores seja igual a 91.

PROBLEMA 5

Um quadrilatero completo é uma modificagdo do conceito usual de quadrilatero: é a unido de quatro retas. Se ndo houver retas
paralelas entre essas quatro retas, elas determinam seis pontos: além dos pontos A, B, C e D, temos 0s pontos E e F, que sdo
intersecdes dos prolongamentos de lados opostos de um quadrilatero usual. Com isso, um quadrilatero completo tem trés diagonais,
que na figura a seguir sdo AC, BD e EF.

O que sdo esses pontos M, N e P? Eles sdo os pontos médios das trés diagonais. Nesse problema, provaremos o teorema do
quadrilatero completo: os pontos médios das trés diagonais de um quadrilatero completo sdo colineares.

a) Comecaremos com um lema envolvendo paralelogramos. Na figura a seguir, XYZWeé um paralelogramo e K é um ponto em seu
interior. Tragamos por K duas paralelas a lados do paralelogramo.

X Y

)

4,

w Z

Prove que as areas coloridas A, e A, sdo iguais se, e somente se, K esta sobre a diagonal XZ. Aqui, vocé precisa provar dois fatos:
e Se K estasobre XZ entdo A; = A,;
e Se K ndo estd sobre XZ entdo 4; # A,.



b) O que paralelogramos tém a ver com o teorema do quadrilatero completo? O elo é o fato conhecido de que as diagonais de
paralelogramos se encontram nos seus pontos médios. Construimos as retas paralelas mostradas na figura a seguir:

[ JSw)

Explique por que os paralelogramos AKCL e GCIH, destacados na figura acima, tém a mesma area.
c) Mostre que as areas de TGVW e JTHI sdo iguais e conclua que C, T e U sdo colineares.
d) Prove o teorema do quadrilatero completo.



