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Instrucoes:

® A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia € de 1h30min.

® Nesta prova hd 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

® Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugaes.

e Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
® Resolugdes a tinta ou a ldpis.

e E permitido o uso de calculadora (ndo é permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso 2 Internet).

® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1
A mais nova medida para ampliar a quantidade de assentos nos avides € substituir as poltronas convencionais por um modelo menor. As novas
poltronas possibilitam instalacdo de mais assentos em alguns modelos de avides, como, por exemplo, o A320.

Aeronave A320 Nimero de passageiros, em média:
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Fonte: http://veja.abril.com.br/noticia/economia/titulo-falso-com-jeitinho-cabe-mais-um
a) Qual € o aumento percentual na capacidade de transporte de passageiros no A320?
b) A companhia Lufthansa ji instalou poltronas adicionais em 168 aeronaves Airbus A320, elevando a capacidade de cada um desses avides para
178 passageiros. Se ela ndo optasse pela instalagdo das novas poltronas, quantos avides com 150 poltronas ela precisaria comprar para obter igual
aumento no total de assentos?
¢) A companhia Southwest, que tem uma frota de 508 Boeings 737, também estd fazendo essa mudanca. A companhia, que realiza uma média de
3200 voos por dia, calcula que, com a inclusdo de uma nova fileira de poltronas em cada avido, possa lucrar anualmente 200 milhdes de ddlares a
mais. Sabendo que cada fileira de um Boeing 737 tem seis assentos, calcule o lucro médio por passageiro em uma dessas novas poltronas.

PROBLEMA 2
Srinivasa Ramanujan (22 de dezembro de 1887 — 26 de abril de 1920) ¢ um matematico muito famoso pela originalidade de sua obra. Autodidata,
devemos a ele algumas das mais impressionantes descobertas da Rainha das Ciéncias.
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5501 13967 impressionam por si s6, mas trazem ainda conexdes profundas com diversos ramos da

Matemitica.
Estudaremos nesse problema uma questao que ele propds no Journal of Indian Mathematical Society.

a) Simplifique a expressdo \/ 1+ (n+ 1)(n + 3) em que n € inteiro positivo.
b) Simplifique a expressao

J1+n\/1+(n+1)(n+3)

em que n é um inteiro positivo.
c) Calcule o valor da expressdo abaixo, em que aparecem 2011 raizes quadradas:
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PROBLEMA 3
Um movimento bastante praticado em madgicas com cartas de baralho € o “vire duas e corte”. Esse movimento consiste em virar, juntas, as duas
cartas do topo da pilha (de modo que cartas viradas para cima fiquem viradas para baixo e vice-versa), coloca-las de volta ao topo, cortar o baralho
em qualquer lugar e juntar os dois montes. Por exemplo, vamos executar esse movimento algumas vezes em uma pilha de 10 cartas, numeradas de
1 a 10. As cartas em vermelho estdo viradas para cima; as cartas em azul estdo viradas para baixo.
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 - 2,1,3,4,5,6,7,8,9,10 - 5,6,7,8,9,10,2,1,3,4

- 6,5,7,8,9,10,2,1,3,4 - 1,3,4,6,5,7,8,9,10,2

- 3,1,4,6,5,7,8,9,10,2 - 9,10,2,3,1,4,6,5,7,8
O que esse movimento tem de especial? Ele tem a seguinte propriedade: para qualquer pilha com 2n cartas viradas inicialmente para baixo, a
quantidade de cartas viradas para cima em posigdes pares é igual a quantidade de cartas viradas para cima em posigcoes impares. De fato, no
nosso exemplo, temos, apds cada um dos trés movimentos (“vire duas e corte”), uma carta (a carta 2 na sétima posi¢do, a carta 1 na oitava
posicao), duas cartas (cartas 1 e 5 em posi¢des impares e cartas 2 e 6 nas posigdes pares) e duas cartas (cartas 2 e 6 nas posicdes impares e cartas 3
e 5 nas posic¢des pares).
a) Explique por que a quantidade de cartas viradas para cima em posi¢cdes pares continua igual a quantidade de cartas viradas para cima em
posicdes impares apds um corte. Considere nesse item que s6 fazemos um corte, ou seja, ndo viramos as duas cartas do topo.
b) Explique por que a quantidade de cartas viradas para cima em posi¢des pares continua igual a quantidade de cartas viradas para cima em
posi¢des impares apds virar as duas cartas do topo.

Continuando nossa andlise, uma aplicagdo dessa propriedade é o truque Baby Hummer: tome quatro cartas, forme uma pilha com todas as cartas
viradas para baixo e memorize a tltima carta (a que estd embaixo na pilha). Agora, mexa as cartas de acordo com as seguintes instru¢des:

i. Coloque a carta do topo no fim da pilha.

ii. Vire a carta que estd agora no topo.

iii. Vire duas cartas e corte. Faga isso quantas vezes quiser.

iv. Vire a carta que estd no topo (se estd virada para baixo, vire-a para cima; se estiver virada para cima, vire-a para baixo). Em seguida, coloque
essa carta no fim da pilha.

v. Coloque a carta que estd agora no topo no fim da pilha (néo vire a carta!).

vi. Vire a carta que estd agora no topo e deixe-a no topo.

vii. Vocé se lembra da sua carta? Abra a pilha de cartas: trés cartas estdo viradas para um lado, e a sua carta estd virada para o outro lado!

Com um pouco de treino, voc€ nem precisa olhar para as cartas: o truque dé certo sempre!

¢) Explique por que o Baby Hummer funciona.

PROBLEMA 4
Todo magico que deseja fazer belos truques com cartas precisa dominar vérias técnicas de embaralhar. Em especial, deve fazer com perfeigéo o in-
shuffle e o out-shuffle.
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A técnica precisa ser completamente dominada para a realizagio de feitos impressionantes como, apés 52 aplicagdes perfeitas de in-shuffles, voltar
a ter o baralho em sua configuragéo original. (Estima-se que menos de cem pessoas no mundo consigam realizar tal facanha; uma delas € o grande
matemadtico Persi Diaconis!)

Neste problema estudaremos os aspectos matemadticos de duas técnicas que usam aplicagdes sucessivas de out-shuffles e in-shuffles:

i) Levar a carta que estd no topo para uma posicao dada p.

ii) Levar a carta que estd posi¢do p para o topo.

Os cientistas da computacdo Sarnath Ramnath e Daniel Scully desenvolveram em 1996 um algoritmo que resolve o problema ii. Mostraremos

como ele funciona para p # 2n — 1. Se p = 2n — 1, realizamos um in-shuffle e aplicamos o algoritmo parap = 2n — 2.

Suponha que tenhamos um deck de 2n cartas. Numeramos as posigdes iniciais 0,1, ...,2n — 1 (isto é, a carta do topo estd na posi¢do 0). Para

determinar a sequéncia de shuffles que levara a carta na posicdo p para o topo, inicialmente, consideramos r que satisfaz 2”1 < 2n < 27.

27(p+1)
2n

bindria de 2nt: 545, ...s,. Formamos, entfio, a sequéncia bindria u = uqu; ... u,, U; = t; + s;, na qual as somas sdo feitas médulo 2 (0 +0 =

0,1+0=1,0+1=1,1+1 = 0). A sequéncia de shuffles desejada é obtida lendo u da esquerda para a direita e interpretando cada 0 como um

out-shuffle e cada 1 com um in-shuffle. Para exemplificar, vamos aplicar o algoritmo de Ramnath e Scully para, em um baralho de 52 cartas,

determinar uma sequéncia de shuffles que leve a carta situada inicialmente na posicdo p = 37 para o topo.

T 6,
Nesse caso r = 6, pois 25 < 52 < 2°. Como &nﬂ) = % =46+ %, t = 46, cuja representacdo bindria € 101110. Temos ainda que 2nt =
52 X 46 = 2392, cuja representacio bindria ¢ 100101011000, ou seja, s = 011000. Logo u = 110110 e uma sequéncia que leva a carta que
ocupa inicialmente a posicdo 37 para o topo € in, in, out, in, in, out. De fato, pode-se observar que a tltima embaralhada é supérflua: in, in, out, in,

in sao suficientes.

Sendo t o maior inteiro menor ou igual a , escreva t na base bindria, t = t;¢, ...t,. Considere ainda os ultimos r digitos da representacdo

a) Apresente uma sequéncia de shuffles que leve a carta que ocupa a peniltima posi¢io (p = 50) de um baralho de 52 cartas para o topo.

b) Como pode ser observado pelo algoritmo descrito acima, a representacdo da posi¢do p na base bindria é uma maneira adequada para
observarmos os efeitos de in-shuffles e out-shuffles sobre a posicdo de uma carta. Prove que o seguinte algoritmo determina uma sucessdo de
shuffles que leva a carta do topo para a posicéo p, ou seja, resolve o problema i:

Escrevemos p na base bindria. Basta, entfo, ler o nimero da esquerda para a direita — interpretando cada 0 como um out-shuffle e cada 1 com um
in-shuffle — e temos uma sequéncia adequada.




PROBLEMA 5
Considere um segmento no interior de um tridngulo equildtero e projete-o nos trés lados do tridngulo:

Mostraremos nesse problema que o comprimento da maior projecdo € igual a soma das outras duas. Na nossa figura, x = y + z.

Vamos 14! Essas projecdes estdo muito longe do segmento; entdo tracemos paralelas as projecdes:

a) Prove que as paralelas tragadas acima sdo cordas de uma circunferéncia com didmetro PQ.

Continuando nossa andlise, vamos ampliar a circunferéncia citada acima; além disso, tracamos ZW paralelo a PY:

Z

b) Prove que o tridngulo XRW ¢ equilatero.
c¢) Calcule as medidas angulares dos arcos YX, ZY e PW. Nio se esquega de justificar seus calculos.
d) Prove que PY = XW e conclua o problema, ou seja, prove que x = y + Zz.

Vocé pode querer utilizar os seguintes fatos:
e O conjunto de todos os pontos X tais que AXB é reto é uma circunferéncia de didmetro AB, com excecdo dos pontos A e B;
e Seja MN um arco de uma circunferéncia e K um ponto sobre o complementar desse arco. Entdo o dngulo MKN mede metade da medida
angular do arco MN. Na figura a seguir, note que ambos os dngulos MKN e MLN tém como medida metade da medida angular do arco
MN e sdo, portanto, congruentes.
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