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Folha de Perguntas

Instrucoes:

® A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

® Nesta prova hd 5 questdes. Cada questio vale 2,0 pontos.
® Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

e Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
® Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora (ndo € permitida a de telefones celulares).
® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolucdes e leve esta Folha de Perguntas com voce.

PROBLEMA 1

Charles Dodgson, autor do livro Alice no Pais das Maravilhas sob o
pseuddnimo Lewis Carroll, obteve uma identidade que permitiu o
desenvolvimento de um algoritmo para o cdlculo de determinantes.
Tlustraremos o algoritmo com a matriz:

I 3 2 -1

2 -1 3 1
A=

-1 2 1 1

-2 -5 2 3

Primeiro, calculamos os determinantes 2X2 com duas linhas e duas
colunas vizinhas:

1 3 2 -1
-7 11 5
2 -1 3 1
3 -7 2
-1 2 1 1
9 9 1
-2 -5 2 3
Note que ; =—7, e assim por diante. Depois, eliminamos os
ndmeros na borda, obtendo
-7 11 5
-1 3
3 -7 2]
2 1
9 9 1

Em seguida, calculamos novamente os determinantes 2X2 com duas
linhas e duas colunas vizinhas e dividimos pelos nimeros centrais
correspondentes:

PROBLEMA 2

-7 11 5
-16 19
3 -7 2
45 -25
9 9 1
‘ 11 5‘
Note que, por exemplo, 19 = _ 73 . Eliminamos mais uma vez
os nimeros na borda, obtendo
—16 19
-7
45 —-25
Com isso, podemos calcular o determinante, obtendo
-16 19
deta=12 "Bl g5
-7
a) Utilizando o método acima, calcule o determinante 4 X 4
1 2 3 4
5 6 7 0
-1 1 -1 1
2 0 0 9

b) Utilize o algoritmo para provar a férmula de Vandermonde para
determinantes 4 X 4, sendo a, b, ¢ € d distintos e ndo nulos:

1 1 1 1

a b ¢ d
2 o gm0 =b)d =N~ aXe~b)(b-a)
a v 3

Pode-se provar que a superficie de uma esfera de raio R limitada entre dois planos paralelos e secantes a esfera que estdo a uma distancia d

(a qual também chamamos altura) um do outro é 27Rd.

R

27Rd

Por simplicidade, a partir de agora chamaremos tais superficies de esfera limitadas por planos apenas de superficies.
a) Dadas m superficies de altura 2 que, juntas e possivelmente com alguma superposi¢do, cobrem uma esfera de raio R, mostre que m > R.

Atencao: Os planos ndo precisam ser todos paralelos entre si.

b) Muitos problemas de Geometria Plana podem ser resolvidos mais facilmente ao estendé-los para a Geometria Espacial. Um exemplo é:
Dados m retangulos de dimensoes 2 e 2R que, juntos e possivelmente com alguma superposi¢do, cobrem um circulo de raio R,

é verdade que m >R?
Resolva o problema acima.



PROBLEMA 3

O truque mais impressionante do Grande Benjamini € tao dificil que mesmo ele nem sempre consegue acerta-lo:

e Cada um dos espectadores do seu show escolhe um nimero inteiro positivo distinto (um sistema digital garante que ndo ha a escolha de
nimeros repetidos). Benjamini ndo recebe nenhuma informacao sobre tais nimeros. Apenas sabe qual é o total de espectadores e, portanto,
o total de nimeros.

e Esses niimeros sdo, entdo, colocados em uma urna e passam a ser retirados, um por um.

o O fantdstico matemdgico vai acompanhando o sorteio e em certo momento o interrompe para dizer que o maior nimero da urna acaba de
ser escolhido.

Como vocés sdo amantes da Matemdtica, ele decidiu revelar sua estratégia (s6 para vocés!):

1) Ele ignora os primeiros s nimeros. De fato, ele apenas registra qual é o maior entre 0s s primeiros nimeros.

Vocé deve estar se perguntando: e se o maior niimero estiver entre os s primeiros? Nos dissemos que o truque nem sempre dd certo!

2) Entdo ele espera o primeiro nimero sorteado que supera o maior dos s primeiros e o anuncia como o maior da urna.

Vocé deve estar se perguntando: e se o maior niimero ainda estiver na urna? Lembre-se: o truque nem sempre dd certo!

O que € incrivel é que Benjamini acerta o truque mais de um terco das vezes! Muito mais do que uma vez em n, 0 quanto poderiamos
esperar de “trouxas” (isto €, ndo matemagicos).

a) Suponha que tenham sido retirados k ntimeros da urna, s <k <n . Qual ¢ a probabilidade de que o maior entre os k nimeros tenha saido
entre os s primeiros?

b) Mostre que, sendo n o nimero de espectadores, a probabilidade de o truque dar certo é i(l + ! N +o 4 ! J .
n\s s+ n-—

~ 1 | . .
¢) Pode-se demonstrar que a expressdao 1+ 3 + 3 +o € aproximadamente igual a Inm .
m

N S -1 1 p . . 1
i) Seja — = x . Mostre que a expressdo —+——+---+ ¢é aproximadamente igual a In—.
n s s+l n-1 X

ii) Considerando as aproximagdes acima, prove que realmente é possivel escolher s de modo que a probabilidade de acertar o truque seja
superior a um tergo.

PROBLEMA 4
Seja n um inteiro positivo. Vamos definir a fun¢do de Moebius u(n) . Se na fatoracdo em primos de n, n > 1, todos os expoentes sdo iguais

a1, entdo u(n)=(-1)", em que v¢é o niimero de fatores primos de n. Caso contrério, z(n) =0 . Finalmente, x(1) =1 . Por exemplo: como

2010=2-3-5-67, u(2010)=(-1)* =1; e, como 2009 =77 -41, (2009)=0.

a) Seja m > 1 um ndmero com k divisores primos positivos distintos. Prove que a quantidade de divisores d de m tais que u(d)=-1 ¢é

HRHRHE

b) Demonstre que para m inteiro, m > 1, z H#(d) =0. Observe que o somatdrio em questdo percorre todos os divisores de m; por exemplo,

dim
param = 12, Z,u(d) = 1)+ p2) + ) + p@) + 1(6) + 1£12) =1+ (D' + (D' + 0+ (-1)* +0=0.
dinz

+o0 n

c) Prove que, para-1 <x <1, M: X
- 1—x"

n=1

Observagdo: Nessa questdo talvez vocé deseje utilizar a formula da soma da PG infinita: a; +a;q + alqz +.= IL’ -l<g<1.
-q

PROBLEMA 5

No quebra-cabeca “Cruzando a Ponte”, o desafio é transformar a configurag@o inicial na configuracio final.

Configuragdo inicial Configuracao final

Os movimentos permitidos sdo:
R: Rotacionar os nimeros no sentido horario.
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oi: Cruzar a ponte com a;, movendo também os demais nimeros da metade esquerda.
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f: Cruzar a ponte com a;, movendo também os demais niimeros da metade direita.
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Mostraremos nessa questdo como as permutagdes podem nos ajudar a resolver quebra-cabegas como o “Cruzando a Ponte” (Um outro
exemplo € o célebre Cubo de Rubik™).

e Inicialmente um pouco de notagdo: (Talvez agora vocé tenha uma sensagdo de déja vu, a explicag@o a seguir ja foi dada no problema 5 da
Primeira Fase da OPM 2008.)

A permutagdo (ay,a,,...,a,) de 1,2, ..., n pode ser representada como

1 2 ... n
a da, ... a4,
E observamos que 1 € levado a a,, 2 é levado a a,, etc.
Ha uma outra maneira de apresentar permutagdes. Por exemplo, na permutacio

1 23 45617

6 1 7 45 2 3
temos que o 1 é levado ao 6; o 6, por sua vez, é levado ao 2 e do 2 volta-se para o 1, completando o que passaremos a chamar de ciclo.
Comecando agora pelo 3, menor niimero que ndo aparece no ciclo anterior, temos 3 = 7 = 3, fechando mais um ciclo. Finalmente temos

um ciclo formado apenas pelo 4, que é levado a ele mesmo, e outro formado apenas pelo 5. Tais caracteristicas da permutacdo dada podem
ser resumidas escrevendo (1 6 2)(3 7)(4)(5). Em tal notacdo, vale a pena observar a importincia dos parénteses:

1 23 45 6 7

6 1 75 4 23
e Assim, cada movimento corresponde a uma operagdo sobre o conjunto das permutacdes de 1, 2, ..., 7. Mais uma vez exemplificando:
- Se 0 nosso primeiro movimento for @, isto é:

RSO L

entdo o 1 vai para a 4* posicdo, o 4 para a 3° posi¢do, o 3 para a 2%, o 2 para a 1* e os demais nimeros ficam em suas posi¢oes iniciais.
- E se fizermos o movimento B seguido de outro B, isto é:

1234567
12356 7 4|ou(@)2B)4 6)5 7).
1236745

entdo o 4 vai para a 6* posi¢do, o 6 para a 4%, 0 5 para a 7%, o 7 para a 5* e os demais nimeros ficam em suas posi¢des iniciais.

(1 6 2)3 7)(4 5), por exemplo, € a permutacio

e E, finalmente, podemos passar para as perguntas! Em todos os itens considere que estamos partindo da configuracio inicial.
a) i) Escreva, utilizando a notagdo de ciclos, qual permutagdo obtemos ao fazer o movimento o seguido de R (denominaremos tal
composi¢do de movimentos OR).

ii) Escreva a permutagio obtida ao fazermos (aR)’ , ou seja, adRaRoRaR R .

iii) Escreva a permutagdo obtida ao fazermos (aR)10 .

b) Mostre como resolver o quebra-cabega usando apenas os movimentos e R.
¢) Esmeraldinho quebrou seu jogo Cruzando a Ponte, de modo que sé é possivel fazer os movimentos & e £. E ainda possivel resolver o
quebra-cabec¢a? Ou Esmeraldinho deve jogar seu brinquedo no cestinho vermelho dos reciclaveis?



