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Folha de Perguntas

Instrucoes:

¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

¢ Nesta prova hd 5 questdes. Cada questdo vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugées.

¢ Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.

® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugées e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Amanha, na avenida da Raia da USP (logo af ao lado; talvez vocé consiga vé-la pela janela!), haverd a largada de uma corrida de 10
quildometros, a Nike 10K.

Um dos aspectos mais importantes para quem participa de corridas longas € a varia¢do de altitude do percurso de prova, ou seja, o
quanto as subidas e descidas s@o inclinadas. Para tanto, a organiza¢do do evento fez um gréfico indicando a altitude de acordo com a
distancia do percurso:

Altitude (m)

Distancia (km)
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a) Qual ¢ a diferenca entre as altitudes do ponto mais alto e do ponto mais baixo do percurso da Nike 10K?

b) Um dos pontos cruciais da corrida de Sdo Silvestre, realizada no tdltimo dia do ano em Sao Paulo, € quando os corredores sobem a
avenida Brigadeiro Luiz Antdnio, a “subida da Brigadeiro”. Sabendo que as altitudes nos quildmetros 13 e 14 da corrida de Sdo
Silvestre, que compreendem a avenida, sdo respectivamente 782 m e 811 m, em qual das duas competicdes os corredores enfrentam
a subida mais inclinada? Nao se esquega de justificar sua resposta!

PROBLEMA 2

A primeira fase da prova da FUVEST, o maior vestibular do Brasil, consiste em 90 questdes de multipla escolha (testes). Cada teste
tem 5 alternativas, das quais somente uma € a correta. Os candidatos devem escolher uma das 5 alternativas de cada teste, e a sua
pontuagdo na primeira fase € igual a quantidade de testes que ele acertar.

O estudante Z chuta em todas as provas tipo testes, ou seja, escolhe a alternativa de cada teste ao acaso, sem mesmo lé-lo.

Variaveis cujos valores ndo podem ser previstos com exatiddo, como a quantidade de testes que Z acertaria na FUVEST, sdo
denominadas varidveis aleatdrias e sdo o principal objeto de estudo da Estatistica.

Duas das medidas mais importantes de uma varidvel aleatéria sdo o seu valor esperado e o seu desvio padrdo. O valor esperado é a
média da varidvel quando se repete o experimento muitas vezes (no nosso caso, qual seria a pontuacdo média de Z caso ele pudesse
fazer a prova da primeira fase da FUVEST vdrias vezes). O desvio padrdo mede o quanto a varidvel aleatéria se distancia em média
do seu valor esperado. Quanto maior o desvio padrdo, maior a variagdo.

Seja X a varidvel aleatdria que descreve a quantidade de testes que Z acerta em uma prova com n testes. Sendo p e g respectivamente
as probabilidades de Z acertar um teste e errar um teste, pode-se mostrar que X tem valor esperado Lw=n-p e desvio padrao

c=4n-p-gq.

Além disso, sabe-se da Estatistica que, com aproximadamente 99,9999998% de certeza, a nota de Z em uma prova de n testes é
maior ou igual a 1 —66 e menor ou igual a L+ 6G .

a) Determine os valores das probabilidades p e g de Z acertar um teste e errar um teste, respectivamente.

b) O estudante Z quer ser médico. Para ser aprovado em Medicina na FUVEST, no ano passado, ele precisaria acertar 71 dos 90
testes na primeira fase. Supondo que essa pontua¢do ndo mude, mostre que, com mais do que 99,9999998% de certeza, ele ndo serd
aprovado.



PROBLEMA 3
O jogo Esconde Niimeros tem quatro pecas e um tabuleiro dividido em quatro regides com nimeros pintados, como mostra a figura.
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Tabuleiro

Além do tabuleiro e das pegas, o jogo tem cartelas com 2
desafios. Cada desafio corresponde a uma colecdo de
nimeros, possivelmente com nimeros repetidos ou omitidos. 3
O jogador deve colocar uma pecga sobre cada regido e cobrir

todos os nimeros, exceto os nimeros do desafio.
Por exemplo, uma solugdo do desafio (um 1; um 2; um 3; um 1 6 5
4; trés 5; dois 6) esta ao lado.

5 4

Observe que as quatro pecas na solugcdo do desafio (um 1; um 2; um 3; um 4; trés 5; dois 6) cobrem, juntas, sete espacos vazios, ou
seja, espacos nos quais nao estdo marcados nimeros, € quatorze nimeros.

a) Para o desafio (dois 1; dois 2), mostre que as quatro pecas deverdo cobrir, juntas, exatamente dois espacos vazios e dezenove
ndmeros.

b) Mostre que o desafio (dois 1; dois 2) tem tnica solugd@o, ou seja, hd uma tinica maneira de cobrir o tabuleiro de modo que fiquem
visiveis apenas dois 1 e dois 2.

PROBLEMA 4
a) Determine constantes A€ R ¢ Be R tais que (n=D(r+D =A+ B para todo # inteiro positivo.
2n-D(2n+1) 2n-D(2n+1)
1 C D

b) Determine constantes Ce R e D e R tais que = + .
2n-1D)2n+1) 2n-1 2n+1
¢) Podemos dizer que a identidade obtida no item a € um “pequeno milagre” e a do item b € uma aplicacdo de uma técnica muito
importante: escrever como soma de fragoes parciais. Utilizando as duas identidades, calcule a seguinte soma de 1002 termos:
-3 2-4 3.5 1002-1004
— et
35 57 79 2005-2007
_n=DED om 2<n<1003.

em que cada termo € da forma ,
2n-1D2n+1)

PROBLEMA 5
Alguns historiadores afirmam que os antigos egipcios mediam angulos retos M
2 L ..o A o B

utilizando uma corda marcada por 11 nds igualmente espacados, dividindo-a em
12 pedagos iguais. Para fazer a medi¢@o, a corda era estendida de modo a formar
o famoso tridngulo retangulo de lados 3, 4 e 5. Esse tridngulo e todos os
tridangulos semelhantes a ele sdo denominados tridngulos egipcios.
Veremos nesse problema que tridngulos egipcios podem aparecer de uma maneira
bastante inusitada: com dobraduras!
Considere uma folha de papel na forma de um quadrado ABCD de lado 2. Seja M
o ponto médio de AB. D C
a) Esmeralda dobrou o papel de modo que o vértice C b) Diamantino dobrou outra folha igual a de Esmeralda de
coincida com o ponto médio M. modo que o vértice C fique sobre o lado AD e o lado BC

A M B passe sobre o ponto M. ]
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Se x = BE, note que EC = EM =2 — x. Mostre que o tridngulo D I

BME ¢ egipcio, ou seja, é semelhante ao tridngulo de lados 3,
4es5. Prove que os tridngulos MAJ, JDI e BMH sao egipcios.



