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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. A area pretendida obtém-se subtraindo a drea da regido assinalada a verde & drea do tringulo equildtero
gue une trés centros de circunferéncia, como indicado na figura.

@ A

Como o comprimento do ret@ngulo é 6 cm, cada circunferéncia tem raio 1 cm, portanto os lados do tridngulo

medem 4 cm.

Pelo teorema de PitGgoras, conclui-se que a altura do tringulo mede V4Z — 22 = 2\/3 cm. Assim, a drea do
4XT2\/§ = 4\/3 cm?. A regido assinalada a verde é constituida por trés semicirculos e trés sextos

de circulo, cuja drea total & (3/2 + 3/6)1 x 12 = 27 cm?.

Logo, a drea da regido assinalada a azul & 4v/3 — 2w cm?.

fridngulo é

2. Designe-se por a a quantidade inicial de objetos bonitos e Uteis e por b a quantidade de objetos bonitos e inGteis.
Como b corresponde a 1/9 do nUmero final de objetos, entdo o nimero final de objetos € 9b e o nimero de
objetos feios e Uteis &€ 9b/4. Além disso, o nimero final de objetos bonitos e Gteis € igual a 90— b—9b/4 = 23b/4.

Como inicialmente o nimero de objetos Uteis era 4/7 do total e o nUmero de objetos bonitos era 2/5 do total,

entdo - % -

. . , . o, 23b/4 . N
pelo que a = 23b/12. Logo, o nimero final de objetos bonitos e Gteis & 231)/12 = 3 vezes o nUmero inicial.
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3. Solucdo 1: Cada trés pontos ndo colineares determinam uma circunferéncia. H& m = 84 conjuntos de

frés pontos, dos quais 8 sédo constituidos por pontos colineares (3 verticais, 3 horizontais e 2 diagonais). Se uma
circunferéncia passa por quatro pontos, entdo os quatro subconjuntos de trés pontos determinam a mesma
circunferéncia. Ha 14 circunferéncias que passam por gquatro pontos:

o 9 que passam por dois pontos numa linha horizontal e por dois pontos noutra linha horizontal

e as trés obtidas por rotacao e as trés obtidas por rotacao

e 5 gue passam por dois pontos numa linha horizontal e por um ponto em cada uma das outras linhas

e as trés obtidas por rotacao

Assim, as 84 — 8 = 76 circunferéncias tém que ser retiradas 3 x 14 = 42 circunferéncias repetidas, pelo que
ha 76 — 42 = 34 circunferéncias distintas.
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Solucdo 2: O centro da circunferéncia pode estar no ponto central, num dos eixos de simetria ou fora dos eixos
de simetria do quadriculado.

H& 2 circunferéncias cujo centro estd no ponto central do quadriculado:

H& 24 circunferéncias cujo centro estd num dos eixos de simetria do quadriculado, mas ndo no ponto central
(as 6 indicadas a seguir e as 6 X 3 que se obtém por rotagdo):

H& 8 circunferéncias cujo centro estd fora dos eixos de simetria do quadriculado (a indicada a seguir e as 7
que se obtém por rotacdes e reflexdes):

Logo, ao todo hd 2 + 24 + 8 = 34 circunferéncias distintas.

. Se dois deputados vizinhos tém o mesmo sentido de voto na ronda n, entdo em todas as rondas seguintes,
ambos mantém o seu sentido de voto. Portanto, designando por A,, o conjunto dos deputados que tém pelo
menos um vizinho com o mesmo sentido de voto que o seu, conclui-se que A, C A1 C Ao C -

Como hd um numero impar de deputados na mesa circular, hd pelo menos dois deputados, vizinhos um do
outro, com o mesmo sentido de voto na ronda inicial. Portanto A; tem pelo menos 2 elementos.

Se X e Y sdo deputados vizinhos tais que X ndo estd em A,, e Y estd em A,,. entdo, naronda n + 1, o
deputado Y mantém o seu sentido de voto e o deputado X passa a votar da mesma forma que Y, pelo que
X estbem Apyq.

Se na ronda n, houver mais do que um deputado que ndo estd em A,,. entd@o hd pelo menos dois deles nas
condic¢des anteriores. Se houver apenas um deputado que ndo estd em A,,, entdo ele estd em A,,11.

Assim, se houver a deputados fora de A1, hd no maximo |a/2| rondas até haver menos de dois elementos fora
de A,, caso em que A, 1 contém os 2013 deputados. Como a < 2011, e [2011/2] + 1 = 1006, entdo
A1006 tem pelo menos 2012 deputados, A1gg7 tem os 2013 deputados e na ronda 1008 todos os deputados
mantém o seu sentido de voto. Logo, os deputados chegam a uma decisédo no maximo na ronda 1008.

No caso em que dois vizinhos tém inicialmente o mesmo sentfido de voto e os restantes 2011 deputados tém
inicialmente sentidos de voto alternados, entdo A1 & composto por um Unico bloco de 2 deputados. A cada
ronda subsequente esse bloco cresce um deputado para cada lado. Portanto, hd 2012 deputados em A1gog
e 2013 deputados em A1gg7. Logo, neste caso, os deputados chegam a uma decis@o na ronda 1008.
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